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上一讲我们做了什么
证明了两件一直欠着的事

大数定律：  依概率收敛于 ——绪论说的「频率会稳定到概率」； 中心极限定理： ，不管原

分布是什么。

​Xn μ ​ N (0, 1)
σ/ ​n

​−μXn ∼̇

最要紧的一个式子

， ——期望不变，标准差按  缩小。E( ​) =Xn μ D( ) =Xn ​

n

σ2

​n

★ 留下的问题

上面这些式子里，  与  都是已知的——我们从模型推数据。

可现实完全相反：手里只有数据，  和  恰恰是要求的东西。 从今天起方向反过来：由数据推模型。

μ σ

μ σ

2



为什么需要这一讲

场景  二战期间，盟军要给轰炸机加装甲。装甲很重，只能加在少数部位。 于是统计返航飞机的中弹分布
——机翼与机身弹孔密集，引擎与驾驶舱几乎没有。

来源
Abraham Wald 与哥伦比亚大学 Statistical Research Group（SRG）于 1943 年就 返航战机的弹着分布提出，装甲应加在受损较少的部位， 因为受损严重仍能返航说明该处可承受
打击。相关工作后以 A Method of Estimating Plane Vulnerability Based on Damage of Survivors 为题整理发表，被视为运筹学与「幸存者偏差」的奠基文献之一。

｜访问日期 2026-08-02。 本页只引述定性结论，不涉及具体弹孔计数——流传的具体数字多为后世演绎。

冲突  结论似乎是明摆着的：哪里弹孔多，就加固哪里。 数据是真的，统计也没算错。
在哥伦比亚大学「统计研究组」工作的亚伯拉罕·瓦尔德说： 反了——该加固的恰恰是弹孔最少的地方。
悬念  因为这些数据只来自飞回来的飞机。 引擎中弹的那些，根本没能回来被统计。
手里的样本，不等于你想研究的总体。 那么——样本到底能告诉我们关于总体的什么？靠什么保证？

en.wikipedia.org/wiki/Survivorship_bias
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本讲学习目标

说清总体、样本、统计量三者的关系，以及「简单随机样本」这个假设有多要紧1

会用直方图与样本分布函数把数据画成图，把它们与理论上的 、  对上2 f F

掌握三个新分布 、 、 ，知道它们是怎么从正态样本里造出来的3 χ2 t F

概率与统计的分工（绪论那张图）

概率：给定条件，对未知作预测——Play God。
统计：给定数据，归纳出规律——Be Human。

数理统计三块内容：样本分布（本讲）→ 参数估计（第 10 讲）→ 假设检验（第 11 讲）。
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一个贯穿三讲的例子
以某科技公司股票的日收益率为考察对象

样本分布（本讲）

画日收益率的频数直方图，看分布形态

假设收益率 ， 问样本均值  本身
服从什么分布

后两讲

参数估计：用数据估出真实的回报率  与风险

假设检验：检验  是否显著大于 0（真的赚钱
吗）； 再检验「服从正态」这个假设本身是否
合理

∼ N (μ, σ )2 X

μ

σ2

μ

注意第一块里那个问法：「样本均值本身服从什么分布」。  是随机变量的函数，所以它也是随机变量，也有
自己的分布 ——这就是「抽样分布」，本讲的主角。

X
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总体与样本
定义

总体：研究对象的全体；组成它的每个基本单位称个体。
样本：从总体中抽出的若干个体；样本中个体的个数称样本容量。

本课程只研究「简单随机样本」

总体是一个随机变量 

简单随机样本是  个相互独立、且与总体同分布的随机变量 

「样本」也可以指某次具体抽样得到的数值 

X

n X ​, … ,X ​1 n

x ​, … , x ​1 n

★ 「独立同分布」这五个字就是开场故事的要害

瓦尔德那批数据里的飞机，不是从「所有出击的飞机」里随机抽的 ——它们是被「能飞回来」这个条件筛过
的。样本与总体不同分布，后面所有结论全部失效。

本讲之后所有的公式，都默认了这五个字。用之前先问一句：我的数据是怎么来的？
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统计量
定义

样本  的函数  称为统计量， 其中  不含未知参数。

最常见的统计量是样本均值

(X ​, … ,X ​)1 n f (X ​, … ,X ​)1 n f

=X ​ ​X ​

n

1

i=1

∑
n

i

「不含未知参数」这条不是形式要求

 不是统计量——它含着未知的 ， 算不出来。

统计量必须是拿到数据就能算出数值的东西。 本讲后半那些 、 、  之所以重要，正是因为它们把未知参数
消掉了。

​

σ/ ​n

− μX
μ, σ

χ2 t F

7



先把数据画出来：分组统计表

30 个学生的成绩
94 88 95 96 85 81 63 92 77 99 97 69 76 76 85 66 75 86 91 83 96 71 81 60 94 71 67 89 63 64

第一步永远是排序，从 60 到 99。排完之后，分布形态才看得见。

频率直方图

分组统计

组限 组中值 频数 频率 累积

60–70 65 7 23% 23%

70–80 75 6 20% 43%

80–90 85 8 27% 70%

90–100 95 9 30% 100%
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直方图：数据版的密度函数
两种直方图，对应两个理论对象

频率直方图：每个长方形的高度  频率  组距。 近似的是密度函数 ——所以要除以组距， 这样长
方形的面积才等于频率。

累积频率直方图：近似的是分布函数 。

= ÷ f (x)

F (x)

★ 为什么高度要除以组距

因为密度不是概率，面积才是概率——第 5 讲讲了三遍的那件事。 组距变了而不除，图形的高度就会随组距任
意变化，没法与  对上。

整个统计学的图形，都是在用数据去逼近理论对象： 直方图 → ，累积频率 → ，样本均值 → ，样本方差
→ 。

f

f F μ

σ2
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样本分布函数
定义

把样本观测值排序为 ，令

称  为样本分布函数（也叫经验分布函数）。

x ​ ≤1
∗ x ​ ≤2

∗ ⋯ ≤ x ​n
∗

F ​(x) =n ​ ​ ​

⎩
⎨
⎧0,
k/n,
1,

x < x ​1
∗

x ​ ≤ x < x ​k
∗

k+1
∗

x ≥ x ​n
∗

F ​n

成绩数据的 

注意 63 那里一步跳了 2/30——因为有两个 63。它是阶梯函数， 形状与第 4 讲离散型的  一模一样。

F ​30

F ​(x) =30 ​ ​ ​

⎩

⎨

⎧0,
1/30,
3/30,
4/30,
⋯
1,

x < 60
60 ≤ x < 63
63 ≤ x < 64
64 ≤ x < 66

x ≥ 99

F
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样本均值与样本方差
定义

 称为样本标准差。化简计算公式：

=X ​ ​X ​, S =
n

1

i=1

∑
n

i
2

​ ​(X ​ −
n − 1

1

i=1

∑
n

i )X 2

S = ​S2

S =2
​ ​X ​ − n

n − 1
1

(
i=1

∑
n

i
2 X

2)

★ 为什么分母是  而不是 

因为  是从同一批数据里算出来的。  个离差  之间有一个约束：它们的和恒等于 0。 知道了其中
 个，最后一个就定了——真正自由的只有  个。

这个数就叫自由度。除以  而不是 ，  的期望才恰好等于  （第 10 讲称之为无偏性）。

n − 1 n

X n X ​ −i X

n − 1 n − 1

n − 1 n S2 σ2

两条平移缩放性质

令 ，则 、 ；
令 ，则 、 。

与第 7 讲 、  完全平行——手算时用它简化数字。

y ​ =i x ​ −i a =x ​ +y a s ​ =x
2 s ​y

2

z ​ =i (x ​ −i a)/c =x c +z a s ​ =x
2 c s ​

2
z
2

E(aX + c) = aE(X) + c D(aX + c) = a D(X)2
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小结：从数据到统计量

总体是随机变量，样本是  个独立同分布的随机变量——这五个字是一切的前提

统计量不能含未知参数，否则算不出数值

统计量本身也是随机变量，也有自己的分布——这就是「抽样分布」

直方图逼近 ，样本分布函数逼近 ，  逼近 ，  逼近 

 的分母是 ，因为离差之和恒为 0，自由度少一个

n

f F X μ S2 σ2

S2 n − 1
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正态总体下的抽样分布
★ 从这里起，全部结论都加一个前提

总体服从正态分布。只有在这个前提下，样本均值、样本方差及它们的函数 才有干净的分布可算。

回顾第 6 讲：正态的线性组合仍是正态

 相互独立，则X ​ ∼i N (μ ​, σ ​)i i
2

a ​X ​ +1 1 ⋯ + a ​X ​ ∼k k N( a ​μ ​
,  a ​σ )∑ i i ∑ i

2
i
2

立刻得到样本均值的分布

取 、 、 ：

注意与第 8 讲的区别：那里是  很大时的近似， 这里总体正态，对任何  都精确成立。

a ​ =i ​

n
1 μ ​ =i μ σ ​ =i

2 σ2

∼X N μ,  ​ , ​ ∼(
n

σ2
)

σ

( − μ) ​X n
N (0, 1)

n n
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工具准备：  函数与  分布

 函数

（正整数 ）——它是阶乘的
连续推广

Γ Γ

Γ

Γ(α) = ​ x e dx∫
0

∞
α−1 −x

Γ(n) = (n − 1)! n

Γ( ​ ) =2
1

​π

Γ(n + ​ ) =2
1 (n − ​ )(n −2

1
​ ) ⋯ ( ​ )Γ( ​ )2

3
2
1

2
1

​ x e dx =∫
0

∞
α−1 −βx

​

βα
Γ(α)

 分布

 若

 时就是指数分布——第 5 讲那个的推
广。

Γ

X ∼ Γ(α, β)

f (x) = ​x e , x >
Γ(α)
βα α−1 −βx 0

α = 1, β = λ

（用上面最后那条积分公式直接算出。）

E(X) = ​ , D(X) =
β

α
​

β2

α

可加性

 独立（  相同），则 

。
X ​ ∼i Γ(α ​, β)i β X ​ ∼∑ i

Γ( α ​,  β)∑ i
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 分布：正态平方和

第一步：一个标准正态的平方

若 ，则 。

证明思路
令 。 ，求导：

末式正是  的密度（用了 ）。 这就是第 5 讲「先求  再求导」那一招。完整证明见教师笔记。

χ2

X ∼ N (0, 1) X ∼2 Γ( ​ , ​ )2
1

2
1

Y = X2 F ​(y) =Y P (− ​ ≤y X ≤ ​) =y 2Φ ​( ​) −0 y 1

f ​(y) =Y ​ =
​y

ϕ ​( ​)0 y
​y e =
​2π

1 −1/2 −y/2
​y e

Γ(1/2)
(1/2)1/2

1/2−1 −y/2

Γ( ​ , ​ )2
1

2
1 Γ( ​ ) =2

1
​π G

第二步：  个相加

 独立且都 ，由  分布的可加性

称为自由度为  的卡方分布，记 。

由  分布的期望方差立得： ， 。

k

X ​, … ,X ​1 k ∼ N (0, 1) Γ

X ​ +1
2 ⋯ + X ​ ∼k

2 Γ ​ ,  ​(
2
k

2
1 )

k χ (k)2

Γ E = k D = 2k
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样本方差的分布
核心定理

 取自 ，则

1. 

2.  与  相互独立

(X ​, … ,X ​)1 n N (μ, σ )2

​ ​(X ​ −
σ2

1

i=1

∑
n

i ) =X 2
​ ∼

σ2

(n − 1)S2

χ (n −2 1)

X S2

为什么独立

对多元正态，不相关  独立（第 7 讲）。而

。  与每个残差都不相关，故与 
独立。

为什么自由度是 

平方和分解恒等式：

 与右项独立，自由度可加： ，故
。

⟺

Cov( , X ​ −X i ) =X Cov( ,X ​) −X i D( )X

= ​ −
n
σ2

​ =
n
σ2

0 X S2

n − 1

​ =

∼χ (n)2

​( ​ )∑
σ

X ​−μi

2
​ +

B

​​

σ2
(n−1)S2

​

∼χ (1)2

​( ​ )
σ/ ​n

−μX
2

B n = df(B) + 1

df(B) = n − 1
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交互：三个分布是怎么造出来的

怎么用

四个标签页各是一个统计量。每页顶部写着配方，
点「再抽」若干组，直方图就会向理论密度靠拢。

现在先看前两页

1. 样本均值：把  拖大，钟形越来越窄——
律

2. ：非负、右偏；期望恰好等于自由度；  拖
大会变对称

 与  那两页等讲到再回来。

交互演示：反复抽样，看 χ²/t/F 的直方图向理论密度收敛

https://fin-tech.fun/courseware/probability-statistics-undergrad/
toolkit/sampling_dist.html

n ​n

χ2 n

t F

17



 分布：当  未知时
问题出在哪

 很漂亮， 但  我们不知道——它不是统计量，算不出来。

自然的想法：用样本标准差  顶替 。可这样一来分母也随机了，还是正态吗？

t σ

​ ∼
σ/ ​n

− μX
N (0, 1) σ

S σ

 分布的定义

若 、  且相互独立，则

其密度为

t

X ∼ N (0, 1) Y ∼ χ (n)2

T = ​ ∼
​Y /n

X
t(n)

f (x) = ​ 1 +
​ Γ ​nπ ( 2

n)
Γ ​( 2

n+1 )
(

n

x2
)

− ​2
n+1

密度式子不必记，记配方：正态除以「  除以自由度」的平方根。 分母也在抖，偶尔特别小，就把商顶得很大
——这就是  比正态尾厚的原因。

χ2

t
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 分布：形状与最重要的一条结论

自由度越大越接近正态

 统计量（第 10–11 讲天天用）

 取自 ，则

证明思路

分子分母同除 ： 。 分子 ，根号内 

，两者独立（上一页第 2 条） ——正好符合  的定义。完整
证明见教师笔记。

t

t

(X ​, … ,X ​)1 n N (μ, σ )2

T = ​ ∼
S/ ​n

− μX
t(n − 1)

σ T = ​

​​ /(n − 1)
σ2

(n−1)S2

( − μ)/(σ/ ​)X n
∼ N (0, 1) ∼

χ (n −2 1)/(n − 1) t

★ 对照着记

 已知 → 用 

 未知 → 用 

自由度  时  趋于标准正态——大样本时两者没差别， 小样本时
必须用 。

σ ​ ∼
σ/ ​n

− μX
N (0, 1)

σ ​ ∼
S/ ​n

− μX
t(n − 1)

n → ∞ t

t
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两个样本的  统计量

定理

 与  取自两个独立正态总体 、 （方差相同），则

t

(X ​, … ,X ​)1 n ​1 (Y ​, … , Y ​)1 n ​2 N (μ ​, σ )1
2 N (μ ​, σ )2

2

T = ​ ∼

​  ​​

n ​ + n ​ − 21 2

(n ​ − 1)S ​ + (n ​ − 1)S ​1 1
2

2 2
2

​ + ​

n ​1

1
n ​2

1

( − ) − (μ ​ − μ ​)X Y 1 2
t(n ​ +1 n ​ −2 2)

式子长，但结构很简单

分子：两个均值之差，减去它们真实的差（标准化的老套路）

第一个根号里是合并方差——两组数据一起估同一个 ， 按自由度加权平均

第二个根号是  的标准差因子（  提出  后剩的）

自由度 ：两组各损失一个

σ2

−X Y ​ +n ​1

σ2
​

n ​2

σ2
σ2

n ​ +1 n ​ −2 2

用在哪：算法 A/B 测试

推荐算法两个版本，两组用户的「人均点击数」分别来自 、 。 要判断两版本优劣，就要先
构造这个包含两组信息的统计量、并知道它的分布 ——第 11 讲拿它做检验。

N (μ ​, σ )1
2 N (μ ​, σ )2

2
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 分布：比较两个方差
定义

若 、  相互独立，则

两个  各除以自己的自由度，再相比。

性质：若 ，则 ——倒过来自由度也换个位置， 查表时常用。

F

X ∼ χ (n ​)2
1 Y ∼ χ (n ​)2

2

F = ​ ∼
Y /n ​2

X/n ​1
F (n ​, n ​)1 2

χ2

F ∼ F (n ​, n ​)1 2 ​ ∼
F

1
F (n ​, n ​)2 1

两样本方差比的分布

两独立正态总体 、  的样本，则

由上一节  直接代入定义即得。

N (μ ​, σ ​)1 1
2 N (μ ​, σ ​)2 2

2

F = ​ ∼
S ​/σ ​2

2
2
2

S ​/σ ​1
2

1
2

F (n ​ −1 1,  n ​ −2 1)

​ ∼
σ ​

i
2

(n ​−1)S ​i i
2

χ (n ​ −2
i 1)

用在哪：比较两支股票的风险

风险用收益率方差衡量。要判断哪支风险更高（比较  与 ）， 就构造这个比值统计量。第 11 讲的  检验
用的就是它。

σ ​1
2 σ ​2

2 F

21



交互：回到工具，看  与 

这次看后两页

切到 ：红色虚线是标准正态。

当堂要做的两个实验

1.  页把  拖到 2–3：尾巴明显比正态厚，中间
更矮

2. 再拖到 40：两条线几乎重合——大样本时用
 还是  无所谓

 页：两个自由度相等时，分布集中在 1 附近——
因为那时两个方差在估同一个东西。

交互演示：t 分布与正态的对比，F 分布的形状

https://fin-tech.fun/courseware/probability-statistics-undergrad/
toolkit/sampling_dist.html

t F

t

t n

z t

F
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例题（一）：样本均值的概率

例

总体 ，抽容量 36 的样本。求  落在
 到  之间的概率。
N (52,  6.3 )2 X

50.8 53.8

（ ）：∼X N (52,  1.05 )2 6.3/ ​ =36 1.05

P = Φ ​(1.71) −0 Φ ​(−1.14)0

= Φ ​(1.71) +0 Φ ​(1.14) −0 1 = 0.8293

例

两个独立样本都取自 ，容量分别 10、15。
求两样本均值之差的绝对值大于 0.3 的概率。

N (20, 3)

：−X ∼Y N 0,  ​ + ​ =( 10
3

15
3 ) N (0,  0.5)

P (∣ −X ∣ >Y 0.3) = 2 − 2Φ ​ ​0(
​0.5

0.3 )

= 2 − 2Φ ​(0.42) =0 0.6744

右题的关键是方差相加：  ——两样本独立，且 。减法的方差也是
相加。

D( −X ) =Y D( ) +X D( )Y D(− ) =Y D( )Y
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例题（二）：凑出标准形式

例

 取自 。 (1) 
，求  使 ； (2)

，求  使 。

X ​, … ,X ​1 6 N (0, 1) Y = (X ​ +1 X ​ +2

X ​) +3
2 (X ​ +4 X ​ +5 X ​)6

2 C CY ∼ χ2

Y = ​

(X ​ + X ​ + X ​)3
2

4
2

5
2 1/2

C(X ​ + X ​)1 2
C Y ∼ t

解 (1)

，要变成标准正态需除以
。 两个平方和才是 ，故

X ​ +1 X ​ +2 X ​ ∼3 N (0, 3)

​3 χ (2)2

C = ​

3
1

解 (2)：照  的配方凑

。

分子： ，要除以 

分母： ，要除以 3 再开
根

t

t = ​

​χ (k)/k2

N (0, 1)

X ​ +1 X ​ ∼2 N (0, 2) ​2

X ​ +3
2 X ​ +4

2 X ​ ∼5
2 χ (3)2

Y = ​   ⟹ 
​(X ​ + X ​ + X ​)/33

2
4
2

5
2

(X ​ + X ​)/ ​1 2 2
C = ​​

2
3

例

 抽 16 个，  未知。求 
。

N (μ, σ )2 μ, σ2 P (S /σ ≤2 2

2.041)

，两边同乘 15： 

。

​ ∼
σ2

15S2
χ (15)2 P (χ (15) ≤2

30.6) = 0.99
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本讲总结
① 回到那些飞回来的飞机

瓦尔德看出的不是别人算错了，而是样本不是从总体里随机抽的 ——它被「能飞回来」这个条件筛过了。

本讲之后的每一个公式，都默认了「简单随机样本」这五个字： 独立、且与总体同分布。这五个字一旦不成
立，  估的就不是你想要的 ，后面全部推断随之作废。

拿到任何数据，第一个问题永远是：它是怎么来的？

X μ

25



本讲总结（续）
② 核心结论（正态总体）
统计量 分布 什么时候用

 已知

 未知

推断方差

比较两个方差

这张表是第 10–11 讲的操作手册，必须默写。  未知就必须用 。

​

σ/ ​n

− μX
N (0, 1) σ

​

S/ ​n

− μX
t(n − 1) σ

​

σ2

(n − 1)S2
χ (n −2 1)

​

S ​/σ ​2
2

2
2

S ​/σ ​1
2

1
2

F (n −1 1, n ​ −2 1)

σ t

③ 易错提醒

 的分母是 ，对应的  自由度也是 
本讲全部结论都要求总体正态；CLT 才是「不管什么分布」
两样本之差的方差是相加

S2 n − 1 χ2 n − 1
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④ 下一讲

本讲造出了一堆统计量，但还没真正「估计」过任何东西—— 只说了  逼近 ，没说凭什么、也没说估得多
准。 下一讲：参数估计——怎么构造估计量、怎么判断它好不好， 以及怎么给出一个区间，而不只是一个数。

X μ
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